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ABSTRACT

We give a geometric characterization of finite dimensional normed spaces E,
with a 1-unconditional basis, such that their volumetric product is minimal.

Introduction

Soient B et B* les boules unités d’un espace normé E de dimension n et de
son dual; on sait que le produit:

P(E)=|B|.|B*|

des volumes de B et de B* ne dépend pas de I'isomorphisme choisi de E dans
R"; on appelle P(E) le produit volumique de ’espace normé E.

C’est, semble-t-il, Mahler [5] qui le premier posa le probléme de trouver des
bornes, fonctions de n, pour le produit volumique. Blaschke [1] pour n = 2,3,
puis Santalo [9], pour tout n, mais sous des hypothéses de lissité pour la frontiére
de B, montrérent que P(E)= P(l7), avec égalité si et seulement si E est
isométrique a [3; Saint-Raymond [8] a donné une démonstration plus simple, et
complete, de ce résultat. Le probleme de la borne inférieure est également
abordé dans [8], ou il est démontré que P(E)= P(I7) = P(l>), lorsque E posséde
une base 1-inconditionnelle; cette inégalité est aussi vérifiée lorsque E (ou E*)
est un sous-espace de L,(u), comme I'a démontré Reisner [6].

Enfin, dermierement, Bourgain et Milman [2] on prouvé I'existence d’une
constante K telle que P(E)= K". P(I7), pour tout espace normé E de dimen-
sion n; pour n Z 3, le probléme de savoir si K =1 reste toujours ouvert.
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L’objet de ce travail est ’étude du cas d’égalité, P(E)= P(l}), lorque E
possede une base l-inconditionnelle; dans [8], la démonstration de I'inégalité
reposait sur 'usage de transformées de Laplace de fonctions indicatrices de
convexes; nous en donnons une élémentaire, a base d’arguments purement
géométriques; puis nous montrons, comme le conjecturait Saint-Raymond, qu’il
n’y a égalité que lorsque E peut s’écrire comme somme /.. ou I, de facteurs ayant
la méme décomposition. Hansen et Lima [4] ont montré que les espaces normés
de dimension finie possédant cette propriété ne sont autres que ceux qui vérifient
la propriété 3-2 d’intersection (3-2 L.P.): trois boules se coupant deux & deux ont
une intersection non vide. On donne donc ici une caractérisation volumique des
espaces de dimension finie, & base inconditionnelle, qui ont la propriété 3-2
d’intersection.

Cet article s’organise de la maniére suivante: le chapitre I consiste en rappels,
notations et démonstration de I'inégalité de Saint-Raymond; dans le chapitre II,
qui comporte quelques résultats géométriques sur les convexes, nous en-
visageons le cas d’égalité.

I. Notations et resultats

I.1. NoTtaTIONS. Soit E un espace normé de dimension n, possédant une
base 1-inconditionnelle (e, ...,e,), telle que |[e||=1,i=1,...,n; on a:

i=n i=n
> ae > lale
= =

Plongeons E dans R" de sorte que (e,,...,e,) s’identifie 4 la base canonique;
soit B la boule unité de E; C sa partie positive:

, pour tout (a,,...,a,)dans R".

C={xEB,x=2x,-e,v,x,-zo,léién}
i=1

et,pour 1=i=n C={x€C x =0

La base duale (e, ..., e*) est aussi une base inconditionnelle de E*, telle que
|le*l=1,1=i=n;onnotera B*, C*, C* lesanaloguesde B,CetC,1=i=n,
pour E*.

Pour une partie I de {1,2,...,n}, on notera m, la projection canonique de R"
dans R':

L’inconditionnalité de la base (e, ..., e,) permet d’identifier (m, (E))* a m (E*);
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en particulier, si BB=BN{x, =0}, 1=i=n, B, est la boule unité de
Par la suite, nous confondrons allégrement les notations affines et vectorielles.
Si M et M’ sont deux points de R",

i=n i=n
M=Ex.»e.- et M'=2x'.—e,~,
i=1 i=1

et si A€[0,1], on notera AM+(1-A)M’' le point de coordonnées
(Ax; + (1 = A)x?)iZ7. Le produit scalaire d’un point M de E avec un point M* de
E* sera noté (M, M*); on a

(M,M*)=> xx*, siM=(x)iIl et M*=(x*)I.
i=1

Si D;, j=1,...,k, est une famille de parties de E, on note conv(D;,j=1,...,k)
I’enveloppe convexe des (D;); si D est une partie de E, on note €(D)’ensemble
de ses points extrémaux.

Enfin, pour toute partie mesurable A de R, on note |A | son volume; on a
[Al=pu,(A), ot p, est la mesure de Lebesgue produit sur R”.

Le résultat suivant a été démontré par Saint-Raymond dans [8] & I'aide de
tranformées de Laplace de fonctions indicatrices de convexes; nous en donnons
ci-dessous une démonstration totalement élémentaire, dont les étapes nous
seront trés utiles par la suite.

1.2. THEOREME. Pour tout espace normé E de dimension n, possédant une base
1-inconditionnelle, on a: P(E)=4"/n!.

DEMONSTRATION. Les bases (e;) et (e*) étant l-inconditionnelles, on a:
[B|=2"|C} et |[B*|=2"|C*[; il suffit donc de vérifier que:

(1) [Cl.|C*|z 1/n!.

Procédons par récurrence: (1) est évidemment vrai pour n = 1, puisqu’alors
| C|=|C*|=1; 'hypothése de récurrence, pour n — 1, indique que I’on a:

@) ICl.|CXz1/(n-1)!, 1=i<n

Soit maintenant M un point de C, de coordonnées (x;)i_f; alors les cones
conv(M,C;), 1 =i=n, sont contenus dans C, et pour i#j, conv(M, C))N
conv(M, C) est contenu dans I'hyperplan passant par M et contenant {& = £ =
0}; il suit que, |C|= ZiZ}|conv(M, C))

, d’olt par un simple calcul de volume:

(3) |Clz(1/n) (g x| C I) . pour tout M = (x,)iZ} dans C.
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On a de méme dans E*:
(3*) |C*|z1/n) <2 *[C*l) pour tout M* = (x*):Z} dans C*.

La base (e:) étant inconditionnelle, on déduit de (3) que si

a =sup {(I/n) (Zl x,-ICI) ,M=(x)izTe C},

on a: 0<a =|C| et que M¥=(C /na)l} est un point de C*.
Il suit, en faisant M* = M} dans (3*), que:

@) clictze (Salie).
L’hypothése de récurrence, c’est a dire I'inégalité (2), permet alors d’obtenir (1).

On dit qu'un espace normé E de dimension finie est minimal si E possede
une base I-inconditionnelle et si P(E)=4"(n!, ot n est la dimension de E; il
revient au méme de dire, grice au (1) du théoréme 1.2, que |C||C*|=1/n!.
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d’un espace normé
E on dit que E est une M-somme (resp. une L-somme) de F et de G sil’ona
lxll=sup(llyll.llzID) resp. x| =y |+l z|l. lorsque x =y + 2,y EF, z € G; on
notera alors: E=F@.G (resp. E=F, G); il est bien connu que E =
F@®. G sietseulementsi E* = F*{, G* et que E = F @, G si et seulement si
E* = F*@. G*. Finalement, on notera I: et I7 I’espace R" muni des normes:

Ixlo=sup{lx|.i=1.....n} et ||x1|,=§gxi|.

On dit qu’un espace de Banach E vérifie la propriété 3-2 d’intersection si trois
boules de E, se coupant deux a deux, ont une intersection non vide. Le théoréme
suivant résume des résultats de Hanner [3] et de Hansen et Lima [4]; il précise la
structure des espaces normés de dimension finie possédant la propriété 3-2
d’intersection.

1.3. TuEOREME. Soit E un espace normé de dimension finite; les assertions
suivantes sont équivalentes:

(2) E vérifie la propriété 3-2 d’intersection.

(b) Si F et F' sont deux faces disjointes de la boule unité B de E, alors il existe
deux hyperplans d’appui paralléles H et H' de B tels que FCH et F'C H'.

(c) E peut s’écrire comme M-somme ou comme L-somme de facteurs de
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dimension strictement inférieure vérifiant la méme propriété, si leur dimension est
supérieure ou égale a 2.

Voici enfin le principal résultat de ce travail:

1.4. THEOREME. Soit E un espace normé de dimension finie; les assertions
suivantes sont équivalentes:

(a) E est minimal.

(b) E vérifie la propriété 3-2 d’intersection.

DEMONSTRATION. Nous démontrerons que (a) implique (b) dans le para-
graphe suivant.

Pour démontrer que (b) implique (a), on utilise la caractérisation (c) des
espaces possédant la propriété 3-2 d’intersection donnée dans la théoréme 1.3:
par récurrence, il est clair que ces espaces possedent une base 1-
inconditionnelle; en outre, comme I’a remarqué Saint-Raymond [8], si E =
FP-GouE=F& Gona

P(E)=p!q!/(p + q)! P(F). P(G),

si F et G sont respectivement de dimension p et q; il suit, par récurrence, que
P(E)=4"/n!.

II. Démonstration

On va montrer que si E est un espace minimal, alors la décomposition de E en
M-somme ou L-somme se fait selon sa base inconditionnelle, en ce sens qu’il
existe une partition non triviale (A,B) de {1,...,n} telle que E =
7a (E)D. ms (E) ou E = ma (E)P: ws(E), ot w4 (E) et ws(E) sont encore
minimaux. On pourra alors conclure par récurrence.

Nous aurons besoin de la notation suivante: on définit une relation R entre
deux éléments a et b de {1,...,n} en posant:

aRb sia=bousia#bete,+e, €C,
aRb dans le cas contraire.
I1.1. PROPOSITION.  Soit E un espace normé minimal; avec les notations 1.1, on
a:
(@) Pour toute partie I de {1,...,n}, m(E) et m(E*) sont minimaux.

(b) Si Mo=(|C*|/n|C*|) et M3 =(|C/|/n|C]), oit n est la dimension de E,
alors M, C, M5€ C* et (M§, My)=1.
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(c) Si MEC et M*€ C*, alors (M*, My)=1 si et seulement si C*=
Ufconv(M*,C*), 1=i=n} e (Mi%M)=1 si et seulement si C=
Ufconv(M, C)), 1=i=n}.

DEMONSTRATION. (a) Si |C|.|C*|=1/n!, on a aussi, par (4) et (2) de 1.2,
[C:|.|C*|=1/(n—1)!, d’ou, par récurrence le résultat annoncé.

(b) Avec les notations de 1.2, il suit de I'égalité dans (4) que |C|=a et, de
maniére analogue, que |C*| = a*; ainsi M, € C, M% € C* et Iégalité dans (4)
donne (M§, M) =1.

(c) Les équivalences résultent de (3) et (3*) de 1.2 ainsi que du (b) qui précede.

I1.2. LEMME. Soit E un espace normé ayant une base l-inconditionnelle; si
pour un point P de C, on a C = U{conv(P,C\), 1 =i =< n} alors

{(MeCIM|=1}=U{conv(P,{Q€C,|Q||=1}),1=i=n}.

DEMONSTRATION.  C’est un simple argument de convexité, laissé au lecteur.

I1.3. PROPOSITION.  Soit E un espace normé minimal de dimension n; alors C
est un polyédre et €(C)= C N{0,1}".

DEMONSTRATION. On procede par récurrence sur n; le résultat est évident
pour n = 1; supposons le vrai pour n — 1; si E est de dimension n et minimal, la
proposition II.1 indique que les 7_;(E), 1 =i = n, sont minimaux, et donc que
les C, sont des poly&dres tels que €(C)= C. N{0,1}""". Pour le point M, de C,
M, = (] C*%|/n|C*]), défini en IL1, une alternative se présente:

(1) Tl existe M € C, M# M,, tel que C = U {conv(M, C,), 1 =i = n}; d’aprés
I1.1 (b) et {c), on a (M, M) =1 et donc aussi (M§, P) =1, pour tout point P de
la droite MM,; comme C = U{conv(M,, C,), 1 =i = n}, la demi-droite M,M
rencontre U{C,,1=i=n} en un point P; on a alors C= U{conv(P, C)),
1=i=n}doiu C=conv(C,1=i=n). Dans ce cas C n’a pas d’autres points
extrémaux que ceux des (G), 1 Zi=n.

(2) M, est 'unique point de C tel que C= U{conv(My, C), 1 =i =n} et
donc tel que (M¥§, M,) = 1. Soit alors P% = (1/2)(e*+ M?}); d’aprés le lemme
I1.2,onal||P*||=1,1=i= n, et donc, par le théoréme de Hahn-Banach, il existe
M € C, tel que (P¥ ,M)=1; encore par le lemme 112, M s’écrit AM,+
(1= 2A)P’, pour A €[0,1] et point P' de U{C,,1=j=n}; on a donc:

((1/2)(e* + ME), AMy+(1—A)P) =1.

On a A #0, sinon (M¥%, P’y =1 ce qui contredit 'unicité de M,, car M, a toutes
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ses coordonnées non nulles. 1! suit que (e¥,Mo) =1, 1=i=n; C est alors la
partie positive de la boule unité de I:.

Dans les deux cas, C n’a qu'un nombre fini de points extrémaux, et
€(C)C{0,1}"; comme C C[0,1]", on a donc: €(C)= C N{0,1}", et C est bien
un polyedre.

11.4. COROLLAIRE. Soit E un espace normé minimal de dimension n; alors
C=conv{C,,1=i=n} si et seulement si e+ --+¢,&C; de méme, C=
{MER", 7..,(MYEC, 1=i=n} si et seulement si il existe un couple (i,j)C
{1,...,n}telquei#jetiR].

DEMONSTRATION. Si e, +---+e, € E, alors C s’identifie a la partie positive
de la boule unité de 2, et donc les G, 1 =i = n, s’identifient 2 celle de I27'; mais
il est alors clair que e, + - - - + ¢, n’appartient pas a conv(C,, 1 =i = n). Inverse-
ment, si C# conv(G,1=i=n), alors

MeC M My=1un{U(C,1=si=n)=¢;

par le raisonnement de la proposition I1.3, il suit que M, est 'unique point de C
tel que (M¥,M,)=1 et donc My=(1,...,1) et e,+---+ e, € E. Pour obtenir
I’équivalence suivante, on applique & C* le résultat précédent, que 'on traduit
dans C par polarité.

I1.5. ProPOSITION.  Soit E un espace normé minimal de dimension n, et (A, B)
une partition non triviale de {1, . . ., n}; les assertions suivantes sont équivalentes

(a) Pourtoutac AetbEB,ona: aRb (ie. e, + e, EC).

(b) E = ma(E)Pw ws (E).

DEMONSTRATION. 1l est clair que (b) implique (a); pour montrer Pimplication
inverse, trois étapes nous seront nécessaires:

(1) Pour toutes parties A’ de A et B’ de B, telles que Z,ca e, €EC et
2ien € €C, alors Z,ca €, +Zpen € € C

La démonstration se fait par récurrence sur le cardinal de A’'U B': par
définition de R, c’est vrai pour [A’U B’| =2; supposons maintenant que c’est
vrai pour |A'UB’|=p-1; pour |A'UB'|=p, soit fEE, f=
Sien ea +Zhep € ; alors f € waup(E), qui est un espace minimal, d’aprés 11.1;
comme a R b, pour tout a € A’ et b € B’, on a par le corollaire I1.4:

WA'UB'(E) ﬂ C

={M E 7 suu(E), m_i(M)E 7. (maus(C)), pour tout i€ A'UB'};
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Ihypothése de récurrence et I'inconditionnalité de (e;) indiquent que 7. (f)€
m_i(maus(C)), i €EA'UB’; il suit que fE€ maus(C)CC.

(2) On a &(C)= ma (8(C)) x ' (8(C)); il est clair que le premier membre
est contenu dans le second; soit maintenant x € w4 (€(C)) et y € 75 (€(C));
comme &(C)C{0.1}" (parIl.3),ona: x =3,ca €, €t y =Z,cp €, 00 A' et B’
sont respectivement des parties de A etde B. Ilsuitde (1)que z=x+y € C, et
donc, comme (C)= C N{0,1}" (par IL.3), que z € €(C).

3) On a: E=ma(E)D.ms(E); il suffit de voir, par dualité et
inconditionnalité de la base (¢;) que E* = 74 (E*)P, w5 (E*), et donc que pour
tout x* € C*,on a ||x*|| =] ma (x*)||+ || ms (x*)||, ce qui résulte immédiatement
de ’égalité (2) et du fait que des formes linéaires continues atteignent leur
maximum sur des points extrémaux des convexes compacts.

11.6. LeMME. Si E est un espace normé minimal de dimension 3, alors, a une
permutation prés de e, e et e, le convexe C a I'une des formes suivantes:

M @ €) @)

DEMONSTRATION. Si E€ I et Ii, C n’a ni la forme (3) ni la forme (4); par le
corollaire I1.4, C=conv(C,1=i=n)={M EE, n.,(M)EC, 1 =i = n}; par
I1.3, (C) = C N{0, 1}"; on se convainc aisément qu’il reste alors a choisir, 4 une
permutation pres, entre les formes (1) et (2).

IL.7. LEMME. Soit E un espace normé minimal de dimension 4; supposons que
1R2,2R3,3R4,1R3et2KR 4, 0naalors: 4R 1.

DEMONSTRATION. Supposons que 4 R 1; comme les 7_,(E), 1 =i = n, sont
aussi minimaux, on déduit du lemme I1.6 que C, et C, ont la forme (2) et que C;
et C; ont la forme (1); par dualité, Ct et C% ont la forme (1), et C3 et C3 ontla
forme (2) décrites dans ce lemme. Comme il est clair que E # I2 et I3, il suit du
corollaire I1.4 que C=conv(C,1=i=<4) et que C={MEE, m_,(M)EC,
1=i=4}, et de méme pour C*; il en résulte que les points P et P*, de
coordonnées (3, 3, 3, 1) sont respectivement dans C'et dans C*; il suit, par
I'inégalité (3) de 1.1 que:
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|CI2 S conv(P, C)| = )G +H =4,

puisque, par IL6, |C|=|Ci| =1 et |G| =|Cs| =3.
On a de méme: |C*| = %; ainsi | C|.| C*| = (3i) ce qui est absurde car, comme
E est minimal, on a |C|.|C*|=%=1/4!.

11.8. DEMONSTRATION DE (b) IMPLIQUE (a) DU THEOREME 1.4. On montre que
si E est un espace normé minimal de dimension n, alors E vérifie le critére (c) du
théoréme 1.3; c’est évidemment vrai pour n = 1; on procéde par récurrence, en
supposant que c’est vrai pour tout espace F minimal de dimension inférieure ou
égale a n—1.

Si E est minimal, E* V'est aussi, ainsi que tous les #_,(E) et w_,(E*),
1=1i = n;ces derniers s’écrivent donc comme des L-sommes ou des M-sommes
d’espaces minimaux; par dualité, en changeant éventuellement le réle de E et de
E*, on peut supposer que, pour un x €{1,...,n}, on a:

T (E)= ma(E)D- ms (E),

ou (A, B) forme une partition non triviale de {1,...,n}\{x} (C’est en fait
I’hypothése de récurrence). Une alternative se présente alors, ou (1) n’exclut pas
(2):

(1) x R a, pour tout a € A.

(2) x R b, pour tout b € B.

(3) x Ry, pour tout y € A UB.

(4) Les propriétés (1), (2) et (3) ne sont pas vérifiées.
Dans les cas (1), (2) et (3), on a respectivement:

(1Y zR a, pour tous zEB U{x} et a € A.

(2') zR b, pour tous z€ A U{x} et bEB.

(3') En passant au dual, x* R y*, pour tout y*€ A UB.
1! suit de la proposition I1.5 que 'on a respectivement:

(1) E = s (E) D~ wouin(E).

(2") E = me(E)Dx mau(E).

(3") E*=nm(E*)@.w-.(E*), et donc E = 7 ,(E)YP, 7. (E).
Le cas (4) reste a envisager: on se raméne, par symétrie entre A et B, au cas ol il
existe a €A, byEB et b,€B tels que x Ra, x Kb, et x R b,. Soit alors
B,={b€EB, bRx} et B,={bEB, bRx}; le couple (B;, B,) forme une
partition non triviale de B; si 'on a montré que b, R b,, pour tous b, € B, et
b, € B., on aura:

(4') zR b,, pour tous zEA U B, U{x} et b€ B,.
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Il résultera alors de la proposition II.5 que:

(4") E = mp(E)®- ms(E), ot D = A U B, U{x}.

Soit donc b, € B, et b, € B;; on a: xRb,, xRb,, xRa, et, comme 7, (E)=
Ta(E)®D.ms(E). on a aussi: aRb, et aRb,. Enposant x =1, b,=2, a =3,
bi=4et G={x,a,b, b.},onobtient: 1 R2,2R3,3R 4,1 R3etl R 4dans
’espace minimal 7 (E); il résulte alors du lemme II.7 que 4 R 2, et donc que
b, R b..

Note. Nous venons d’apprendre que S. Reisner, de I'université d’Haifa, a
récemment démontré, par une toute autre méthode, notre théoréme 1.4; dans un
autre travail {7], S. Reisner vient aussi de caractériser les zonoides de produit
volumique minimal.
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