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ABSTRACT 

We give a geometric characterization of finite dimensional normed spaces E, 
with a l-unconditional basis, such that their volumetric product is minimal. 

Introduction 

Soient B e t  B* les boules unit6s d 'un espace norm~ E de dimension n et de 

son dual; on sait que le produit: 

P ( E ) = ] B I . I B * ]  

des volumes de B e t  de B* ne d6pend pas de I ' isomorphisme choisi de E dans 

R " ;  on appelle P ( E )  le produit volumique de l 'espace norm6 E. 

C'est ,  semble-t-il, Mahler [5] qui le premier  posa le probl~me de trouver des 

bornes, fonctions de n, pour le produit volumique. Blaschke [1] pour n = 2,3, 

puis Santalo [9], pour tout n, mais sous des hypotheses de lissit6 pour la fronti~re 

de B, montr6rent  que P(E)<= P(/~), avec 6galit6 si et seulement  si E est 

isom6trique h 17; Saint -Raymond [8] a donn6 une d6monstrat ion plus simple, et 

compl6te,  de ce r6sultat. Le probl6me de la borne inf6rieure est 6galement 

abord6 dans [8], o/l il est d6montr6 que P ( E )  >= P(/?) = P(/~), Iorsque E poss6de 

une base 1-inconditionnelle; cette in6galit6 est aussi v6rifi6e Iorsque E (ou E*)  

est un sous-espace de L~(p,), comme I'a d6montr6 Reisner [6]. 

Enfin, dermi6rement ,  Bourgain et Milman [2] on prouv6 I 'existence d 'une 

constante K telle que P(E)_-> K" .  P(/?), pour tout espace norm6 E de dimen- 

sion n; pour n _-> 3, le probl6me de savoir si K = 1 reste toujours ouvert.  
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L'objet de ce travail est l'6tude du cas d'6galit6, P ( E ) =  P(IT), lorque E 

poss~de une base 1-inconditionnelle; dans [8], la d6monstration de l'in6galit6 

reposait sur l'usage de transform6es de Laplace de fonctions indicatrices de 

convexes; nous en donnons une 616mentaire, h base d'arguments purement 

g6om6triques; puis nous montrons, comme le conjecturait Saint-Raymond, qu'il 

n'y a 6galit6 que lorsque E peut s'6crire comme somme l~ ou It de facteurs ayant 

la m6me d6composition. Hansen et Lima [4] ont montr6 que les espaces norm6s 

de dimension finie poss6dant cette propri6t6 ne sont autres que ceux qui v6rifient 

la propri6t6 3-2 d'intersection (3-2 I.P.): trois boules se coupant deux ~ deux ont 

une intersection non vide. On donne donc ici une caract6risation volumique des 

espaces de dimension finie, h base inconditionneile, qui ont la propri6t6 3-2 

d'intersection. 

Cet article s'organise de la mani~re suivante: le chapitre I consiste en rappels, 

notations et d6monstration de l'in6galit6 de Saint-Raymond; darts ie chapitre II, 

qui comporte quelques r6sultats g6om6triques sur les convexes, nous en- 

visageons ie cas d'6galit6. 

I. Notat ions  et resultats  

1.1. NOTATIONS. Soit E un espace norm6 de dimension n, poss6dant une 

base 1-inconditionnelle (el . . . . .  e,), telle que lie, II = 1, i =  1 . . . . .  n ,  o n  a :  

I'~'~a,e,[= ~,  ~" [ a, [ e, II, = pour tout (a, . . . . .  a~) dans R n . 

Plongeons E dans R n de sorte que (e, . . . . .  e,) s'identifie h la base canonique; 

soit B la boule unit6 de E ;  C sa partie positive: 

> = i < n  C =  x E B ,  x =  x~e,,x~=O, 1 < = 
i = l  

et, pour 1 -<_ i - - -n ,C~={xEC,  x,=0}.  

La base duale ( e * , . . . ,  e*) est aussi une base inconditionnelle de E*, telle que 

[[ e* H = 1, 1 -<__ i =< n ; on notera B*, C*, C* les analogues de B, C et C~, 1 _<-- i _-< n, 

pour E*. 
Pour une partie I de {1,2 . . . . .  n}, on notera ~r, ia projection canonique de R" 

dans R~: 

) E 71"1 ( ~  xiei = iEi xiei. 

L'inconditionnalitd de la base (e, . . . . .  e~) permet d'identifier (Tr~ (E))* a m (E*); 
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en particulier, si Bi = B n{x, =0}, l<_-i M n, B~ est la boule unit6 de 

¢r~ ...... ~_~,~(E) = ~r_,(E) et le polaire (B~)* de B, s'identifie /~ la boule (B*),. 

Par la suite, nous confondrons all~grement les notations affines et vectorielles. 

Si M e t  M'  sont deux points de R ~, 
i = r t  i = n  

M = ~ . x , e l  et M ' = ~ x ' i e , ,  
i = 1  i ~ l  

et si A E[0 ,1] ,  on notera A M + ( 1 - A ) M '  le point de coordonn6es 

(Ax, + (1 ' '=" - A)x~)~=~. Le produit scalaire d 'un point M de E avec un point M* de 

E* sera not6 (M, M*); on a 
i = n  

( M , M * ) = ~ , x , x * ,  siM=(x,)i--_-]' et M * = ( x  *~=",),~. 
i = 1  

Si D .  j = 1 . . . . .  k, est une famille de parties de E, on note conv(Dj,]  = I . . . . .  k) 

I 'enveioppe convexe des (Dr); si D est une pattie de E, on note ~ ( D )  l 'ensemble 

de ses points extr6maux. 

Enfin, pour toute pattie mesurable A de R p, on note [A[ son volume; on a 

[ A I =  it, (A),  off /x, est la mesure de Lebesgue produit sur R p. 

Le r6sultat suivant a 6t6 d6montr6 par Saint-Raymond dans [8] ~ l'aide de 

tranform6es de Laplace de fonctions indicatrices de convexes; nous en donnons 

ci-dessous une d6monstration totalement 616mentaire, dont les &apes nous 

seront tr6s utiles par la suite. 

1.2. THEOREME. Pour tout espace normd E de dimension n, possddant une base 

l-inconditionnelle, on a : P ( E )  >= 4"/n !. 

Di~MONSTRATION. Les bases (e~) et (e*,) 6tant l-inconditionnelles, on a: 

1131 = 2"1Ct et [B*t = 2°[C*l ;  il sumt doric de v6rifier que: 

(l)  ICl .  IC*l~=I/n[.  

Proc6dons par rdcurrence: (1') est 6videmment vrai pour n = 1, puisqu'aiors 

I C I = I C*} = 1; I'hypoth~se de r~currence, pour n - 1, indique que l 'on a: 

(2) I c, I ]C,  l=  1/(n - 1)! 1 < i < n. 

Soit maintenant M un point de C, de coordonn6es i=" (x~),=~; alors ies c6nes 

conv(M,C~), l<=i<=n, sont contenus dans C, et pour i ¢ j ,  conv(M,C~)N 

conv(M, Ci) est contenu dans I'hyperplan passant par M e t  contenant  {~ = ~ = 
i = n  0}; il suit que, I c I  = Iconv(M, C,)I, d'o~ par an simple calcul de volume: 

I) (3) I C l > ( l / n ) \ ~ x ~ l C ~  , p o u r t o u t  M = = (x~)~=, dans C. 
I i ~ r l  
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On a de m6me clans E*:  

i~rt ) 
(3*) [C*l_---(l/n) x ~ [ C , I  , pour t o u t M * =  * '=" (x ~)~.t dans C*. 

La base (el) ~tant inconditionneile, on d~duit de (3) que si 

a = s u p  1/n) x~[ , M = ( x , ) I - ~ E C  , 
i=l 

on a: O< a <_-IcI et que M* = (C /na) i -7  est un point de C*. 

II suit, en faisant M* = M~ dans (3*), que: 

(4) ICJ.IC*I>--(n -:) Jc l  Ic*l . 

L'hypoth6se de r6currence, c'est ~ dire l'in6galit6 (2), permet alors d 'obtenir  (1). 

On dit qu'un espace norm6 E de dimension finie est minimal si E poss~de 

une base 1-inconditionnelle et si P ( E ) =  4"/n! ,  off n e s t  la dimension de E ;  il 

revient au m6me de dire, grhce au (1 )du  th6or6me 1.2, que I C [ I C * [ =  l /n! .  

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels suppl6mentaires d 'un espace norm6 

E on dit que E est une M-somme (resp. une L-somme) de F et de G si l 'on a 

II x [I = sup(ll y I[, l[ z II) (resp. [I x II = II y II + l[ z II, lorsque x = y + z, y ~ F, z E G ; on 

notera alors: E = F @ ~ G  (resp. E = F O ~  G);  il est bien connu que E = 

F O =  G si et seulement si E* = F* ~ G* et que E = F@~ G s ie t  seulement si 

E* = F* ~)~ G*. Finalement, on notera 12 et 17 l'espace R" muni des normes: 

i = n  

]lx]]~=sup{Ixi{, i= l . . . . .  n} et [ [ x i [ l = E i x ~ [ .  
i=l 

On dit qu'un espace de Banach E v6rifie la propri(t( 3-2 d'intersection si trois 

boules de E, se coupant deux ~ deux, ont une intersection non vide. Le th6or6me 

suivant r6sume des r6sultats de Harmer [3] et de Hansen et Lima [4]; il pr6cise la 

structure des espaces norm6s de dimension finie poss6dant la propri6t6 3-2 

d'intersection. 

1.3. THt~ORI~ME. Soit E un espace normd de dimension finite; les assertions 

suioantes sont dquivalentes : 

(a) E v~rifie la propridtd 3-2 d'intersection. 

(b) Si F et F' sont deux faces disjointes de la boule unitd B de E, alors il existe 

deux hyperplans d '  appui parallMes H e t  H '  de B tels que F C_ H e t  F' C_ H'. 

(c) E peut s'~crire comme M-somme  ou comme L-somme de facteurs de 
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dimension strictement infe'rieure vdrifiant la mdme propridtL si leur dimension est 

supdrieure ou dgale h 2. 

Voici enfin le principal r6sultat de ce travail: 

1.4. TH~OR~ME. Soit E un espace normd de dimension finie; les assertions 

suivantes sont dquivalentes : 

(a) E est minimal. 

(b) E vdrifie la propridtd 3-2 d'intersection. 

DgMONSTRATION. Nous d6montrerons que (a) implique (b) dans le para- 

graphe suivant. 

Pour d6montrer  que (b) implique (a), on utilise la caractdrisation (c) des 

espaces poss6dant la propri6t6 3-2 d'intersection donn6e dans la th6or6me 1.3: 

par r6currence, il est clair que ces espaces poss6dent une base 1- 

inconditionnelle; en outre, comme l'a remarqu6 Saint-Raymond [8], si E = 

F (~]~)~ G ou E = F ~)~ G on a 

P(E) = p! q !/(p + q)! e (F) .  P(G), 

si F et G sont respectivement de dimension p e t  q; il suit, par r6currence, que 

P ( E ) =  4"/nl .  

II. D6monstration 

On va montrer  que si E est un espace minimal, alors la d6composition de E en 

M-somme ou L-somme se fair selon sa base inconditionnelle, en ce sens qu'il 

existe une partition non triviale ( A , B )  de {1 . . . .  ,n} telle que E =  

'n'~ (E)t~)~'n'~(E) ou E = wA(E)q)~ we(E),  o/1 "n'~ (E)  et ors(E) sont encore 

minimaux. On pourra alors conclure par r6currence. 

Nous aurons besoin de la notation suivante: on d6finit une relation R entre 

deux 616ments a e t  b de {1 . . . . .  'n} en posant: 

a R b si a = b ou si a ~ b et e~ + eb E C, 

a R~ b dans le cas contraire. 

II. 1. PROPOSITION. Soit E un espace normd minimal; avec les notations 1.1, on 
a ;  

(a) Pour toute pattie I de {1 . . . . .  n}, ¢rl(E) et ¢r~(E*) sont minimaux. 

(b) Si Mo = (I C* ]/n I C ' I )  et Mg = (I C, [In [ C I), of, nes t  la dimension de E, 

alors Mo ~ C, M* E C* et (M~, Mo) = 1. 
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(c) Si M E  C et M * E  C*, alors ( M * , M o ) =  1 si et seulement si C * =  

U { c o n v ( M * , C * ) ,  l<=i<=n} et ( M g , M ) = I  si et seulement si C =  

U{conv(M,  C~), 1 < i =< n}. 

D~MONSTRATION. (a) Si I f l . I c * l  = l /n! ,  on a aussi, par  (4) et (2) de 1.2, 

l Ci I. I C*I = 1/(n - 1)[, d'of~, par  r6currence le r6sultat annonc6.  

(b) Avec  les notat ions  de 1.2, il suit de l '6galit6 dans (4) que [ C[ = a et, de 

mani~re analogue,  que I c* l  = a*,  ainsi M o E  C, Mg E C* et l '6galit6 dans (4) 

donne  (M~,  Mo) = 1. 

(c) Les 6quivalences r6sultent  de (3) et (3*) de 1.2 ainsi que  du (b) qui  pr6c~de. 

11.2. LEMME. Soit E un espace normd ayant une base 1-inconditionnelle; si 

pour un point P de C, on a C = U{conv(P ,  C~), 1 <= i <= n} alors 

{M C, IIMII-- 1} = U { c o n v ( P , { Q  E C,, II Q II-- 1}), 1 _-< i _-< n}. 

DI3MONSTRATION. C'est  un simple a rgument  de convexit6,  laiss6 au lecteur.  

II.3. PROPOSITION. Soit E un espace normd minimal de dimension n ; alors C 

est un poly~dre et ~ (C)  = C O {0, 1} n, 

DI~MONSTRATION. On proc~de par  r6currence  sur n;  le r6sultat est 6vident  

p o u r  n -- 1 ; supposons le vrai pour  n - 1; si E est de dimension n e t  minimal,  la 

proposi t ion II.1 indique que les 7r_, (E) ,  1 ~ i _-< n, sont minimaux,  et donc  que 

les C~ sont des poly~dres tels que ~'(C~) = C~ O {0, l} "-~. Pour  le point  Mo de C, 

M.  = (I C*l/n  I c * l ) ,  d6fini en II.1, une al ternat ive se pr6sente:  

(1) I! existe M ~ C, M ~  Mo, tel que C = U {conv(M, C~), 1 _-< i =< n}; d 'apr~s 

II.1 (b) et (c), on a (M*,  M)  = 1 et donc aussi (M*,  P)  = 1, pour  tout  point  P de 

ia droi te  MM, j; comme  C = U{conv(Mo,  C,), 1 =< i =< n}, la demi-droi te  M,~M 

rencont re  I,.,I{C~,I _<-i_- < n} en un point  P ;  on a alors C = U{conv(P,C~) ,  

1 _-< i _-< n} d'o/l  C = cony(C,,  1 _-< i _-< n). Dans ce can C n 'a pan d 'aut res  points 

ex t r6maux que ceux des (C~), 1 <_- i _-__ n. 

(2) M,, est l 'unique point  de C tel que C = U{conv(Mo,  C~), 1 _-< i _-< n} et 

donc  tel que ( M * , M o ) =  1. Soit alors P* = ( 1 / 2 ) ( e * + M * ) ;  d'apr~s le lemme 

II.2, on a I[ P* [I = 1, 1 =< i <_- n, et doric, par  le th6or/~me de H a h n - B a n a c h ,  il existe 

M E C ,  tel que ( P * , M ) = I ;  encore  par le lemme II.2, M s'6crit ) t M , +  

( 1 -  A)P',  pour  A E [0, 1] et point  P '  de U{Cj ,  1 - < j -  n}; on a donc:  

((1/2)(e* + M*) ,  AM,,+ (1 - ) t )P ' )  = 1. 

On a ,~ ~ 0, sinon (M*,  P ' )  = 1 ce qui contredi t  i 'unicit6 de Mo, car M,  a toutes  
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ses coordonn6es non nulles. I1 suit que (e*,Mo) = 1, 1 -< i _--- n; C est alors la 

partie positive de la boule unit6 de l~". 

Dans les deux cas, C n'a qu'un nombre fini de points extr4maux, et 

~ ( C ) C  {0,1}"; comme C C  [0, 1]", on a donc: ~ ( C ) =  C n{0,1}", et C est bien 

un poly6dre. 

II.4. COROLLAIRE. Soit E un espace normg minimal de dimension n; alors 

C = c o n v { G , l < = i < - n }  si et seulement si e ~ + . . . + e ° ~ C ;  de m~me, C =  

{ M E R " ,  Ir_~(M)E G,  1 <- i <= n} si et seulement si il existe un couple ( i , j )C 

{1 . . . . .  n} tel que i~  j e t  i R j. 

DI~MONSTRATION. Si e, + ' . - +  e. G E, alors C s'identifie a la partie positive 

de la boule unit4 de l~", et donc les Ci, 1 _-< i _-< n, s'identifient ~ celle de l=" t; mais 

il est alors clair que e, + • • • + e. n 'appartient pas/t  conv(C~, 1 _-< i -<_ n). Inverse- 

ment, si C ~  conv(G,  1 <_- i -<_ n), alors 

{M E C, ( M ~ , M ) =  I } A { U ( G , I  <=i <=n)}=(~; 

par le raisonnement de la proposition 11.3, il suit que M~ est I'unique point de C 

tel que (M,~, M,,) = 1 et donc M,, = (1 . . . . .  1) et e, +" • • + e, E E. Pour obtenir 

1'6quivalence suivante, on applique ~ C* le r6sultat pr6c6dent, que I'on traduit 

dans C par polarit4. 

11.5. PROPOSITION. Soit E un espace norm~ minimal de dimension n, et (A, B)  

une partition non triviale de {1 . . . . .  n}; les assertions suivantes sont dquivalentes : 

(a) Pour tout a E A et b @ B, on a: a R b ( i . e . e . + e b ~ C ) .  

(b) E = " n ' A ( E ) ~ ( E ) .  

DI~MONSTRATION. II est clair que (b) implique (a); pour montrer  I'implication 

inverse, trois 6tapes nous seront n6cessaires: 

(1) Pour toutes parties A '  de A et B'  de B, telles que E.cA, e. E C  et 

Eb~R, e~ E C, alors EoEa, e. + E~cR, e~ @ C. 

La d6monstration se fait par r6currence sur le cardinal de A ' U  B': par 

d6finition de R, c'est vrai pour [ A ' U  B'[ = 2; supposons maintenant que c'est 

vrai pour I A ' U B '  I = p - 1 ;  pour I A ' U B '  I = p ,  soit f G E ,  f =  

Eo~A, e. + Z~n,  eb ; alors f ~ ¢rA,u.,(E), qui est un espace minimal, d'apr6s II.1; 

comme a R b, pour tout a E A '  et b G B',  on a par le corollaire II.4: 

7rA,u.,(E) n C 

= {M E r ra ,~ , (E) ,  rr_, (M) E It_, (zr.,os,(C)), pour tout i ~ A '  U B'}; 
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l 'hypoth~se de r6currence et l'inconditionnalit6 de (e~) indiquent que ,r_i ( f ) E  

~r_~ (~rA,oB,(C)), i E A '  O B' ;  il suit que )c ~ IrA,oB,(C) C C. 
(2) On a * (C)  = ~rA (*(C))  x ~rB'(~(C)); il est clair que le premier membre 

est contenu dans le second; soit maintenant x E ira (*(C))  et y E *rs (~(C));  

comme * ( C ) C  {0, 1} ~ (par II.3), on a: x = Xo~A, eo et y = Eb~B'eb, Oil A '  et B '  

sont respectivement des parties de A et de B. II suit de (1) que z = x + y E C, et 

donc, comme ~ (C)  = C tq {0, 1}" (par II.3), que z E ~(C).  

(3) On a: E = z r A ( E ) @ ~ z r a ( E ) ;  il suflit de voir, par dualit6 et 

inconditionnalit6 de la base (el) que E* = *rA (E*)@, ~r~ (E*), et donc que pour 

tout x* ~ C*, on a l] x* II = II ~ (x*)ll + I1,~ (x*)ll, ce qui r6sulte imm6diatement 
de l'6galit6 (2) et du fait que des formes lin6aires continues atteignent leur 

maximum sur des points extr6maux des convexes compacts. 

I1.6. LEMME. Si E est un espace norm~ minimal de dimension 3, alors, ~ une 

permutation pros de e,, e, et e~, le conoexe C a l 'une des formes suivantes: 

(l)  (2) (3) (4) 

Dt~MONSTRATION. Si E ~  l~ et i~, C n'a ni la forme (3) ni la forme (4); par le 
corollaire II.4, C = conv(C, 1 < i < n) = {M E E, , r- i(M) E C~, 1 < i -<_ n}; par 

11.3, ~(C)  = C fl {0, 1}" ; on se convainc ais6ment qu'il reste alors h choisir, h une 

permutation pros, entre ies formes (1) et (2). 

II.7. LEMME. Soit E un espace normd minimal de dimension 4; supposons que 

1 R  2 , 2 R  3 , 3 R  4, 1 R 3  et 2 R 4 ;  o n a  a l o r s : 4 R  1. 

DI~MONSTRATION. Supposons que 4 R 1; comme les ~r_, (E), 1 < i _-< n, sont 

aussi minimaux, on d6duit du lemme II.6 que C, et 6"4 ont la forme (2) et que (72 

et C~. ont la forme (1); par dualit6, Ct* et C4" ont la forme (1), et C* et C'3 ont la 

forme (2) d6crites dans ce lemme. Comme il est clair que E ~ 1~ et l~, il suit du 

corollaire 11.4 que C = cony(C,  1 < i < 4) et que C = {M E E, 1r_~ (M) E C~, 

1 < i < 4 } ,  et de m6me pour C*; il en r6sulte que les points P et P*, de 

coordonn6es (), ½, ½, ½) sont respectivement dans C ' e t  dans C*; il suit, par 

I'in6galit6 (3) de 1.1 que: 
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I c I  --> Z I onv(P, c , ) l  = ' ' ' 5- 0- + = :,, 
i ~ l  

puisque, par 11.6, I C, I = I c ,  I = k et I c-,I = I c3l = ½. 

On a de m~.me: I C* I --- ~, ainsi I CI .  I f * l -  -> ce qui est absurde car, comme 

E est minimal, on a I c I .  I c * l  = = 1/4!. 

11.8. DEMOr~STRATION nE (b) IMPLIQUE (a) oU Tr~OREME 1.4. On montre que 

si E est un espace norm6 minimal de dimension n, alors E v6rifie le crit6re (c) du 

th6or6me 1.3; c'est 6videmment vrai pour n = 1; on proc6de par r6currence, en 

supposant que c'est vrai pour tout espace F minimal de dimension inf6rieure ou 

6gale ~ n - 1 .  

Si E est minimal, E* l'est aussi, ainsi que t o u s l e s  ~'_,(E) et rr_,(E*), 

1 <= i <_- n ; ces derniers s'6crivent donc comme des L-sommes ou des M-sommes 

d'espaces minimaux; par dualit6, en changeant 6ventuellement le r61e de E et de 

E*,  on peut supposer que, pour un x E {1 . . . . .  n}, on a: 

zr_~ (E)  = IrA (E)  (~.  ,r~ (E),  

o~ ( A , B )  forme une partition non triviale de {1 . . . . .  n}t{x} (c'est en fait 

I'hypoth~se de r6currence). Une alternative se pr6sente alors, off (1) n'exclut pas 

(2): 

(1) x R a, pour tout  a E A. 

(2) x R b, pour  tout  b ~ B. 

(3) x R y ,  pour tout  y ~ A  U B .  

(4) Les propriStSs (1), (2) et (3) ne sont pas v6rifi6es. 

Dans les cas (1), (2) et (3), on a respectivement: 
(1') z R a ,  pour tous z ~ B U { x }  et a ~ A .  

(2') z R b ,  pour tous z E A U { x } e t  b E B .  

(3') En passant au dual, x* R y*, pour tout y* ~ A U B. 

I! suit de la proposition II.5 que l'on a respectivement: 

(1") E =¢rA ( E ) ( ~  1r, u~ (E) .  

(2") E = 7 r R ( E ) ( ~  ¢r,~u(x~(E). 

(3") E* = IrI~(E*)(~L ~'_, (E*),  et donc E = ~'~,~(E)(~), ~'_x (E).  

Le cas (4) reste h envisager: on se ram6ne, par sym~trie entre A et B, au cas ofJ il 

existe a E A ,  b l E B  et b 2 E B  tels que xga, xgb~ et x R b v  Soit alors 

B,={bEB, bgx} et B2={bEB, bRx}; le couple (Bj,B2) forme une 

partition non triviale de B ; si I'on a montr6 que b~ R b2, pour tous bl E BI et 

b2E B2, on aura: 

(4') z R b.,, pour tous z E A U B, U {x} et b2 E B2. 
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I1 r6su l te ra  alors  de  la p r o p o s i t i o n  I1.5 que:  

(4") E = 7to ( E ) O ~  zr~,(E), o/1 D = A U B, U {x}. 

Soit  donc  b l a B 1  et b 2 E B 2 ;  on a: x R b ~ ,  x R b 2 ,  x R a ,  et,  c o m m e  ~r-x ( E )  = 

IrA ( E ) O ~  7rB ( E ) ,  on a aussi:  a R b~ et a R b2. E n  posan t  x = 1, b2 = 2, a = 3, 

b ~ = 4 e t  G = { x , a ,  bz, b_~},onobt ient :  1 R  2 , 2 R  3 , 3 R  4 , 1 R ' 3 e t  1 R 4 d a n s  

I ' e space  min imal  7rG (E ) ;  il r6sul te  a lors  du l e m m e  11.7 que  4 R 2, et  donc  que  

bz R b~. 

NOTE. NOUS venons  d ' a p p r e n d r e  que S. Re i sne r ,  de l 'un ivers i t6  d ' H a i f a ,  a 

r 6 c e m m e n t  d6mon t r6 ,  pa r  une route  au t re  m6 thode ,  no t re  t h6or~me  1.4; darts un 

au t re  t ravai l  [71, S. Re i sne r  v ient  aussi  de ca rac t6r i se r  les z o n o i d e s  de  p r o d u i t  

vo lumique  min imal .  
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